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Preorderek, kvázirendezések, kongruenciák
Deﬁníció
Egy X halmaz preorderjei a reﬂexív és tranzitív binér relációk a halmazon.
Ezek a tartalmazásra nézve egy PreX -szel jelölt hálót alkotnak.
Deﬁníció
Az A algebra kompatibilis preorderjeit kvázirendezéseknek nevezzük.
Ezek egy QuoA-val jelölt hálót alkotnak.
A szimmetrikus kvázirendezések a kongruenciák, melyek a ConA ≤ QuoA
hálót alkotják.
Az A algebra egy rendezéshálójának nevezzük QuoA azon részhálóit,
melyek csak antiszimmetrikus kvázirendezéseket tartalmaznak.
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Egy példa: egy négyelem¶ félcsoport kvázirendezés-hálója
Tekintsük a következ® m¶velettáblával megadott S félcsoportot:
0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
2 0 1 2 2
3 0 1 2 3
Ennek barátságos kongruenciahálója van:
0|1|2|3
0|1|23 01|2|3
012|301|23
0123
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Egy példa: S kvázirendezés-hálója
Gerg® Gyenizse Univerzális algebrák kvázirendezés-hálói 2018 március 13. 4 / 30
Egy példa: S kvázirendezés-hálója
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Egy példa: S egy maximális rendezéshálója
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Egy példa: S egy maximális rendezéshálója
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Rendezéshálók véges algebrán
Deﬁníció
Egy háló egyesítés szemidisztibutív ha
a ∨ b = a ∨ c → a ∨ b = a ∨ (b ∧ c)
teljesül minden elemhármasára.
A háló metszet szemidisztributív, ha a duális feltétel teljesül, és
szemidisztibutív, ha mindkét feltétel teljesül.
Theorem (Sivak, 1978)
Algoritmikusan eldönthet®, hogy egy véges háló beágyazható-e egy véges
algebrához tartozó rendezéshálóba.
Állítás
Véges algebra bármely rendezéshálója egyesítés szemidisztributív.
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Poset-ek szuborderhálói
Állítás
Véges poset szuborderhálója egyesítés szemidisztributív.
Tétel (Semenova, 2005)
Tegyük fel, hogy L egy véges háló, ami beágyazható egy végtelen láncot
nem tartalmazó poset szuborderhálójába.
L ekkor beágyazható véges poset szuborderhálójába is.
Állítás
Egy poset akkor és csak akkor nem tartalmaz végtelen láncot, ha teljesíti az
ACC és a DCC feltételeket, vagyis nincs benne sem végtelen felszálló, sem
végtelen leszálló lánc.
Gerg® Gyenizse Univerzális algebrák kvázirendezés-hálói 2018 március 13. 9 / 30
DCC poset-ek szuborderhálóinak véges részhálói
Deﬁníció
Egy háló egy l eleme egyesítés irreducibilis, ha nincsenek olyan l1, l2 < l
elemek, melyekre l1 ∨ l2 = l . J(L) jelöli az L háló nemzéró egyesítés
irreducibiliseinek halmazát.
Ha L véges, minden l ∈ J(L)-re l∗ jelöli a legnagyobb l-nél kisebb elemet.
Deﬁníció
Véges L hálóra CL jelöli az L-beli egyesítés irreducibilisekre vonatkozó
minimális nemtriviális fedéseket,vagyis a következ® halmazt:
{(l , l1, . . . , lk) ∈ J(L)k+1 : l ≤ l1 ∨ l2 ∨ · · · ∨ lk ,
l 6≤ (l1)∗∨ l2∨ · · · ∨ lk , l 6≤ l1∨ (l2)∗∨ · · · ∨ lk , . . . , l 6≤ l1∨ l2∨ · · · ∨ (lk)∗}
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DCC poset-ek szuborderhálóinak véges részhálói
Tétel (Gy.)
Egy véges L háló akkor és csak akkor ágyazható be egy DCC poset
szuborderhálójába, ha létezik egy s : CL 7→ L színezés, melyre:
bármely (l , l1, . . . , lk) ∈ CL esetén s(l , l1, . . . , lk) ∈ {l1, . . . , lk},
s szimmetrikus az els®t leszámítva az összes változójában,
a binér
TL := {(l , li ) : (l , l1, . . . , lk) ∈ CL, s(l , l1, . . . , lk) 6= li}
és
UL := Tr({(l , l) : l ∈ L}∪
{(l , li ) : (l , l1, . . . , lk) ∈ CL, s(l , l1, . . . , lk) = li}),
relációkra UL ◦ TL körmentes.
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Félhálók
Félhálók kongruenciahálóiról a következ®k ismeretesek:
(Freese, Nation, 1973) Semmilyen nemtriviális hálóazonosságot nem
elégítenek ki mind.
Metszet szemidisztibutívak.
Következésképp, nem tartalmaznak M3-mal izomorf részhálót.
Tétel (Gy., Maróti)
Véges félhálók kvázirendezés-hálói általában nem metszet
szemidisztibutívak, viszont nem tartaznak M3-mal izomorf félhálót.
Létezik végtelen félháló, melynek kvázirendezés-hálója tartalmaz M3-mal
izomorf részhálót.
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Hogyan találjunk M3-at QuoFSω-ban?
Van olyan rendezésháló, amely izomorf M3-mal:
γ1
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γ3
γ2
γ3
γ1
γ3
γ1
γ2
γ1
γ3
γ1
γ3
γ1
γ2
γ1
γ2
γ3
γ2
γ1
γ2
γ1
γ2
γ3
γ2
γ3
γ1
γ3
γ2
γ3
γ2
γ1
γ2
γ1
γ2
γ3
γ1
γ1
γ2
γ1
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Hogyan találjunk M3-at QuoFSω-ban?
γ1, γ2, γ3 rendezések a C halmazon,
kvázirendezéseket generálnak FS(C )-n: γ
(0)
1 , γ
(0)
2 , γ
(0)
3 ,
ezek páronkénti egyesítése megegyezik, páronkénti metszetük nem:
elérhet®, hogy azok is megegyezzenek:
γ
(k)
i := γ
(0)
i ∨ (γ(k−1)i−1 ∧ γ(k−1)i+1 ), γi :=
⋃
γ
(k)
i ,
most γ1, γ2, γ3 egy homomorf képét generálják M3-nak,
bizonyítható, hogy γ1 6= γ2.
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Szoros kapcsolatok ConA és QuoA között
Állítás
Ha A kongruencia permutábilis (CP) varietásban van, akkor minden
kvázirendezése kongruencia.
Tétel (Czédli, Szabó, 1995)
Minden L hálóra QuoL u (ConL)2.
Tétel (Gy., Maróti)
Ha V lokálisan véges kongruencia disztibutív (CD) varietás, akkor minden
A ∈ V-re QuoA disztributív. Vagyis: QuoA ∈ HSP(ConA).
Tétel (Gy., Maróti)
Ha V lokálisan véges kongruencia moduláris (CM) varietás, akkor minden
A ∈ V-re QuoA moduláris. Ebb®l nem következik, hogy
QuoA ∈ HSP(ConA).
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Szoros kapcsolatok ConA és QuoA között
Gumm szerint CM=CP+CD.
Tétel (Gy.)
Ha A véges algebra, és CM varietást generál, akkor QuoA ∈ HSP(ConA).
Következmény (Gy.)
Legyen P egy a modularitásnál er®sebb hálóazonosság. Ha egy lokálisan
véges varietás kongruenciahálói kielégítik P-t, akkor a kvázirendezés-hálói
is.
Probléma
Igaz marad az el®z® állítás akkor is, ha elhagyjuk a lokális végességre tett
felvetést és/vagy megengedjük azonosságok helyett a kváziazonsságokat is?
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Minimális halmazok és algebrák
Deﬁníció
Legyen α ≺ β ConA-ban. Egy U ⊆ A halmaz minimális az (α, β)-párra,
ha
van egy p egyváltozós polinom, melyre p(A) = U, és p(β) 6⊆ α (vagyis
p legalább egy β-beli párt nem visz α-ba),
U minimális a fenti tulajdonságra (tartalmazásra nézve)
Deﬁníció
Legyen α ≺ β ConA-ban. A minimális az (α, β)-párra, ha A
(α, β)-minimális halmaz.
Állítás
Ha U egy (α, β)-minimális halmaz a véges A-ban, és U egy U alaphalmazú
algebra, melynek polinomklónja megegyezik A polinomklónjával U-ra
megszorítva, akkor U (α|U , β|U)-minimális.
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Minimális halmazok és algebrák
Állítás
Ha A véges, és α ≺ β ConA-ban, akkor U nem függ az U minimális
halmaz választásától (a polinomklón izomorﬁája erejéig).
Állítás
Ha A véges, α ≺ β ConA-ban, és U (α, β)-minimális, akkor ConU
homomorf képe ConA-nak.
Mindezek triviálisan érvényesek maradnak, ha kvázirendezésekre cseréljük a
kongruenciákat.
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Típusok
Deﬁníció
Az A algebra minimális, ha (0A, 1A)-minimális, vagyis minden egyváltozós
polinomja bijektív vagy konstans.
Tétel (Pálfy, 1984)
Ha A véges minimális algera, akkor a polinomklónja
1 csak lényegében egyváltozós m¶veletet tartalmaz, VAGY
2 izomorf egy vektortér polinomklónjával, VAGY
3 izomorf a kételem¶ Boole-algera polinomklónjával, VAGY
4 izomorf a kételem¶ háló polinomklónjával, VAGY
5 izomorf a kételem¶ félháló polinomklónjával.
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Típusok
Állítás
Ha A véges, α ≺ β ConA-ban, U (α, β)-minimális, V egy β|U osztály
U-ban, de nem α|U osztály, és V polinomklónja megegyezik U-éval
megszorítva V-re, akkor V/α|V minimális algebra, aminek a típusa nem
függ V választásától.
Ha δ kvázirendezés,
δ-nak nincs osztálya (bár δ ∨ δ−1-nek van)
δ-val nem lehet faktorizálni (bár δ∗ := δ ∧ δ−1-gyel lehet)
δ nincs δ ∨ δ−1 és δ∗ által meghatározva
más módon lehet csak a fed® kvázirendezés-párokokat besorolni a
típusokba
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Típusok deﬁníciója kvázirendezésekre[Gy.]
Legyen A véges, α ≺ β QuoA-ban, A (α, β)-minimális,
Tegyük fel, hogy α∗ 6= β∗. Ha β∗ fedi α∗-ot a kongruenciahálóban,
akkor (α, β) örökölje (α∗, β∗) típusát. Ha nincs fedés, legyen (α, β)
típusa 1.
A továbbiakban α∗ = β∗. Deﬁniálom A+-ot, A β-val vett felfúltját,
ami A3 azon (a, b, c) elemeib®l áll, melyekre (a, b) és (b, c) β-beli (ez
egy részalgebrája A3-nek).
Minden δ ∈ QuoA-nak megfeleltetünk egy δ+ ∈ ConA+-ot, amit úgy
deﬁniálok, mint a következ® reláció tranzitív lezártját:
{((a, b, c), (a, b′, c)) ∈ A2+ : (b, b′) ∈ δ ∪ δ−1}.
Bizonyítható, hogy α+ és β+ különböz® kongruenciák A+-ban.
Nézzük meg, milyen (kongruencia) típusok vannak [α+, β+]-ban. Ha
van 4-es típus, akkor az (α, β) kvázirendezés párnak a típusa is 4 lesz.
Ha nincs 4-es, de van 5-ös, akkor (α, β) típusa is 5. Minden más
esetben (α, β) típusa 1.
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Tulajdonságok
Tétel (Gy.)
A fenti deﬁníció a következ® tulajdonságokkal rendelkezik:
ha egy kongruencia pár fed® a kvázirendezés-hálóban, akkor a
kongruencia és a kvázirendezés típusa megegyezik,
egy varietásban ugyanazok a kongruencia és kvázirendezés párok
fordulnak el® (ez algebrákra nem igaz)
prím perspektív párok típusa megegyezik (két fed® pár prím
perspektív, ha 22-tel izomorf részhálót generálnak),
a kvázirendezés-hálók antiszimmetrikus részeiben csak 1-es, 4-es, és
5-ös típus fordulhat el®.
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Típusok és tiltott részhálók
Tétel (Gy.)
Ha A véges algera, és az általa generált varietásban nincsen 1-es típus,
akkor QuoA nem tartalmaz nemmoduláris egyszer¶ részhálót.
Tétel (Gy.)
Ha A véges algera, és az általa generált varietásban nincsen 1-es és 2-es
típus, akkor QuoA nem tartalmaz nemdisztributív egyszer¶ részhálót.
Tétel (Gy.)
Ha A véges algera, és az általa generált varietásban nincsen 1-es, 2-es, és
5-ös típus, akkor QuoA egyesítés szemidisztributív.
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Köszönöm a ﬁgyelmet!
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